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Transformada Z

Resumen para ejercicios de calculo
1. Definicion.

La Transformada Z de una funcion real h[n], de variable independiente discreta neN es
una funcion compleja H(z) de variable independiente continua zeC que se define como

> h[n]z"

n=—w

TZ{h[n]}:H(z):ih[n]z’” ; zeROC < H(z)=

n=—o

donde debe tenerse en cuenta el conjunto de valores de z para los cuales converge la
sumatoria, llamado regién de convergencia ROC (region of convergence). _

Dado que z es un ndmero complejo, el mismo puede escribirse en la forma polar z=r €'
donde r=|z| es el médulo y ®=/z es la fase de dicho numero. Asi, la Transformada de
Fourier de Tiempo Discreto H(e““) de una funcién real h[n], puede obtenerse evaluando la
Transformada Z H(z) en z= =e/* es decir, en los valores de z cuyo moédulo es|z|=1. Esto
equivale a decir que la Transformada de Fourier de Tiempo Discreto es un caso particular de
la Transformada Z restringida al circulo de radio unitario dentro de todo el plano z.
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Tabla 1: Pares de funciones y transformadas Z.

En general, las funciones que surgen de hacer la Transformada Z tienen la forma de
expresiones polinémicas racionales, que pueden ser escritas como potencias de z!

M
—k

biz
,; bo+ bz + ...+ buz™
H(z) = =

- N - —1 -N

«  ao+aiz’ +..+anz
Zakz

Sacando factor comun z™z" y normalizando, es decir, dividiendo todos los
coeficientes del numerador por by y los del denominador por ag, estas expresiones pueden
ser escritas como potencias de z

M
b1 bum T M-k
bo Z +— Z + L+ o 2 kZ
H(z) = N-m DO t;o go — M 717107
1 _ N —_—
o N Sty 4 aoz iz
ao ao k=0

— b« —  ak
donde bk=— y ak=—.
bo ao
Calculando las raices z del numerador y p; del denominador, la expresion polindmica

racional con potencias de z puede escribirse en la forma de polos y ceros

(Z—Zk)

(z=p)

-u bo

H(z)=2z"""=

’:|2F’:|§
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x
[

Distribuyendo el factor comun z MM mediante la multiplicaciéon de zM por los M factores
entre paréntesis del numerador y zN por los N del denominador se obtiene la expresion

polinémica racional con potencias de z’ " escrita en la forma de polos y ceros
M

bo (1 - 212’1)(1 - 222’1)...(1 - zMz’1) bo H(1 -z 1)
H(z)=— 1 1 N\ 29 i
ao (1—p1z )(1 - p2z )(1 — pnZ ) ao H(1 —pkz’1)
k=1
Las raices del numerador de H(z) se denominan ceros y son los valores donde H(z) se
anula. Las raices del denominador se denominan polos y son los valores donde la funcion
tiende a infinito. Como la Transformada Z es una serie de potencias, los polos representan
los valores para los cuales la serie diverge, y por ende, no estan incluidos en la region de
convergencia de la Transformada Z. En toda expresion racional polindmica, la cantidad de
polos triviales y no triviales es igual a la cantidad de ceros triviales y no triviales. Se
denominan raices triviales a los polos y ceros ubicados en z=0 o en z=c.




2. Propiedades.

Las propiedades de la Transformada Z pueden observarse en la tabla siguiente.

Propiedad Descripcion

Transformada Z en dB A)

. . Tz
Linealidad cixin]+ caxe[n]<> c1X1(z) + c2X2(z) ; ROC = ROC1~ ROC:2
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Diagrama de polos y ceros Transformada de Fourier de Tiempo Discreto en dB
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Figura 1: A) Vista superior, inferior y de perfil de la grafica de una superficie que representa la .
Transformada Z (en escala semilogaritmica) con 3 polos y un cero. B) Diagrama de polos y ceros. Tabla 2: Propiedades de la Transformada Z.
C) Transformada de Fourier de Tiempo Discreto cuya grafica puede obtenerse intersectando la
superficie de la Transformada Z con un cilindro vertical centrado en el origen y de radio unitario.



3. Antitransformada.

En general, se busca expresar a la funcion transformada como una suma de términos y
valiéndose de la propiedad de la linealidad, obtener la antitransformada de la funcién como la
suma de la antitransformada de cada término, valiéndose de la tabla y de las propiedades.

El caso mas sencillo es el de la Antitransformada de funciones polinédmicas.
Recordando el primer par de la tabla

6[n]Z>1
Por propiedad de desplazamiento, para un retardo de k instantes de n
S[n-k] Sz
Por propiedad de linealidad
bis[n—k] bz
Por ende, para un polinomio de coeficientes constantes con potencias de z*
M
H(z)=Y biz* =bo+biz" +...+ buz™
pary
puede obtenerse la antitransformada

] = bos[n] + bs[n 1]+ ..+ budn —M] = 3 b — k] = {Buibs...bu

k=0

Utilizando las mismas propiedades de linealidad y en este caso de adelanto en lugar
de retraso, para un polinomio de coeficientes constantes con potencias de z~

H(z)=b,z" +..+ b,Z2* +b_z"
puede obtenerse la antitransformada

b8[n+ L]+t b,3[n+2]+b.o[n+1]={b.iwib b 0} = hln]

El caso mas general de polinomios con potencias positivas y negativas de z se obtiene
combinando los resultados anteriores.

3.1. Expansion en fracciones parciales.

Sea H(z) una expresion polindmica racional con un numerador N(z) y denominador
D(z). Asumiendo que ao,=1 (o dividiendo todo por ao para normalizar)

M
biz " - B
H(Z),N(Z)7,§ _botbiz" 4.+ buz "

" D(z) ZN:akz’k 1+aiz" +...+anz™
k=0

H(z) puede expandirse como una suma de términos donde cada término es una
fraccion parcial Hy(z) de la siguiente forma

ul N Ak Ai An
H(z)=) H«(z)= = +.+
) ; k( ) ;17@{2’1 1-piz”’ 1- pnz™’'

Las N constantes A, son los residuos asociados a cada uno de los N polos p.

Si M<N, es decir, si el orden del numerador M es menor al orden del denominador N, la
expresion racional H(z) se denomina funcion propia. En caso contrario, la expresion se
denomina funcion impropia.

Para el caso de una funcién H(z) propia, multiplicando el numerador y el denominador
por z" se obtiene

M

biz ™
zM ; _ boz" + b2V + .+ buz" M
k

H(z)=

N N -

z Z akz”

k=0

N vaiz ' +..+an

Dividiendo H(z) por z se obtiene

H(z) _ boz"™" + biz" % + ...+ buz" ™"
z N +az"' +..+an

Si el denominador tiene N raices diferentes (los polos p+; p2; ...; pn) S€ deben calcular
los residuos A asociados a cada polo

H(z) Ai Av & A

— = .t
V4 Z—p1 Z— PN Z — Pk

Se puede hallar el valor de cada uno de los N residuos A; multiplicando la expresion
anterior por el factor (z-p;) y evaluandola en p;



Componiendo H(z)/z con los residuos y polos calculados, y despejando H(z)

4 A An

H(z)= ZAs ot ZAv :i Z

ot
Z—pr zZ-pv Sz-p S1-pez’ 1—pwz’1 1-pnz™

Luego por simple inspeccion se puede determinar la antitransformada Z para cada
término de la suma. Debe tenerse en cuenta la forma de la ROC para determinar la
lateralidad de la secuencia

Hk(Z):1 Ak Z’{h f“[n}:Akpk”u[n] si ROC: ‘pk‘<‘z‘
k

—pz” n|=-Api'u[-n-1] si ROC: |z|<|p

En el caso de existir un polo p; de orden multiple s, en la expansion no solo aparece el
término de orden s, sino que también pueden aparecer los términos de orden menor

S Aim Ain Aiz Ais
= +...+

m= (1 _ p,.sz)m T 1-pz! - (1 _pz’ )2 (1 B p/Z’1)s

Para un polo p; de orden s, el residuo del término de orden m se obtiene de forma
similar a un polo simple pero derivando la expresion s-m veces. Por inspeccion se determina
la transformada para cada término generado por un polo de orden multiple. Por ejemplo, para
un polo px de orden s=2, el término de segundo orden correspondiente al residuo A, puede
antitransformarse utilizando la propiedad de la derivada en z

Akzpiz”!
(1 —pxz”! )2

Si M>N, la expresién racional polinémica N(z)/D(z) es una funcion impropia y puede
expresarse como la suma de un polinomio C(z) y una funcién propia R(z)/D(z). El polinomio
C(z) es el cociente que se obtiene dividendo el numerador N(z) por el denominador D(z)
hasta que el resto R(z) tenga un orden menor que el divisor D(z).

Hia(z) = ; ROC:|py|< \z\Z)hkz[n} = Axenpx’u|n|

N(z) _ (2)+ R _ covoz' s touz ™M, rot rz o+ ringz ™
D(z) D(z) 1+aiz’' +..+anz™V

H(z)=

La division de los polinomios se hace ordenandolos en potencias decrecientes de z"

buz™ + .+ b2z? + b1z + bo lavz ™ +..+asz® + a2z +aiz + a0

buz™ + .. +daz? +diz" +do CynZ' ™M+ ez +co

ez’ +eiz ' +...

ez +fiz"

La antitransformada de la funcion propia se obtiene como se procedié anteriormente, y
por inspeccion se determina la antitransformada del polinomio C(z) término a término

C(z)=co+ciz' +... +CMz’(M’N)Z>c[n] =cos[n|+cid[n—1]+..+cu- Né{n -(Mm —N)}

Si como resultado de la division R(z)=0 entonces h[n] es una secuencia con una
cantidad finita de valores y H(z) es simplemente un polinomio.

3.4. Series de potencias.

Cualquier funcién matematica H(v) puede desarrollarse mediante su serie de
potencias. Para ello, se calculan las derivadas de H(v) y se evaluan en v=0
. = HM (0"
(n) —
H (V) o HOW),, = Hw)= X0

n=0

HW), H(v)

v=0

Puede tomarse v como una variable auxiliar v=z"" Desarrollando la serie de potencias y
observando la similitud de sus términos con los de la definicion de Transformada Z, por
inspeccioén se puede determinar la antitransformada

H(z):i”w(no')z H(0)+H(O)z’1+Héo) S (0) ’":ih[ n|z" &h[n]

n=0 : n=|

Cada factor que multiplica a las potencias de z es un valor de la secuencia h[n].

(n)
< h[n]= {H(O)H(O)H(O) X nfo)}






6. Analisis de senales y sistemas: Sistemas FIR e IIR.

Un sistema de N retardos de la entrada, sin realimentacion de la salida tiene una
transferencia H(z) de posee forma de polinomio de grado N (no hay términos de la forma
aky[n-Kk]). Factorizando H(z) puede observarse que tiene N ceros no triviales y un polo trivial
en z=0, es decir que la ROC es todo el plano z excepto z=0. Estos sistemas producen
respuestas impulsivas h[n] que tienen un ndmero finito de valores, es decir que la respuesta
esta limitada en el tiempo. Por eso se llaman sistemas de respuesta finita al impulso (FIR,
Finite Impulse Response). También son denominados promediadores moviles. La relacion
entre los coeficientes de la transferencia (o de la ecuacion en diferencias) y los valores de la
respuesta al impulso es inmediata en los FIR causales.

h[n]= {h[TOJ;h[ﬂ;...;h[M]}ZH(z) =bo+biz" +...+ buz™

.-.h[O]:bo ; h[1]:b1 ; ; h[M]:bM

Un sistema de N retardos de la entrada y M realimentaciones de la salida tiene una
transferencia H(z) de posee forma de de expresion racional polindmica. Factorizando H(z)
puede observarse que tiene M polos no triviales ademas de N ceros no ftriviales, y un cero
trivial de grado N-M en z=0, es decir que la ROC es el exterior de una circunferencia, por la
existencia de polos. Estos sistemas producen respuestas impulsivas h[n] que tienen un
namero infinito de valores. Por eso, se los llama sistemas de respuesta infinita al impulso
(IIR,Infinite Impulse Response). Cuando solamente tienen polos (no hay términos de la forma
bix[n-k]) son denominados auto-regresivos. Cuando tienen polos y ceros se los llama
promediadores moviles auto-regresivos. La relacion entre los coeficientes de la transferencia
y los valores de la respuesta al impulso no es inmediata en los IIR.

AR (Auto-regresivo)
bo boz"

=N =N
Zakz’k ZakZN’k
k=0 k=0

N polos no triviales
1 cero de orden N en z=0

H(z)

MA (Promediador Mévil)
M 1 M
H(z)=Y bxz* =—2>" bxz"™*
k=0 z

Py ARMA (Promediador Mévil Auto-regresivo)
M ceros no triviales M M vk
1 polo de orden M en z=0 Zb“z Zbkz
H(Z) _ k=0 — ZNfM k=0

- N N
> az " > iz
P par

M ceros no triviales y N polos no triviales
1 cero de orden N-M en z=0

Tabla 7: Tipos de sistemas y transferencias.

7. Analisis de senales y sistemas: Causalidad y estabilidad.

Dado que la Transformada Z surge de realizar una serie de potencias, las condiciones
para que la serie converja definen la forma de la ROC. Como puede observarse en los
ejemplos de calculo para secuencias exponenciales, el tipo de lateralidad de la secuencia
determina la forma que adquiere la ROC de su Transformada Z. Una secuencia unilateral a
derecha tiene una Transformada Z cuya ROC es el exterior a una circunferencia. Por
ejemplo, la respuesta al impulso de un sistema causal es unilateral derecha y la transferencia
de un sistema de ese tipo tiene una ROC exterior a una circunferencia. Ademas, si el sistema
causal mencionado es un FIR, o sea, tiene una respuesta al impulso de duracién finita, la
transferencia tiene sdélo un polo trivial en z=0, por lo cual, su ROC es todo el plano z excepto
z=0, es decir, la ROC es el exterior de una circunferencia de radio nulo.

Por el contrario, una secuencia unilateral a izquierda tiene una Transformada Z cuya
ROC tiene forma de circulo. Como ejemplo, puede citarse la respuesta al impulso de un
sistema anticausal cuya transferencia tiene una ROC de esa forma. Si el sistema anticausal
es FIR, la transferencia tiene una ROC igual a todo el plano z con excepcion de z=w«, 0 sea
que la ROC es un circulo de radio infinito.

Y una secuencia bilateral genera una transformada Z cuya ROC es un anillo. Este es el
caso de la respuesta al impulso de un sistema no causal. Si el sistema no causal es FIR, la
ROC de la transferencia es la interseccion de las mencionadas previamente, comprendiendo
a todo el plano z excepto z=0 y z=w. Esa ROC es un anillo de radio infinito.

Secuencia infinita ROC Secuencia finita ROC

Unilateral Derecha Unilateral Derecha Todo el plano excepto z=0

. “ .

Bilateral

Bilateral

Unilateral izquierda | Interior circunferencia | Unilateral izquierda Todo el plano excepto z=w

Tabla 5: Relacion entre lateralidad de las funciones y forma de la ROC.




La estabilidad de un sistema puede analizarse observando si la ROC incluye a la
circunferencia de radio unitario. Un sistema causal (en el que los polos de su transferencia
son internos a un circulo) es estable si los polos de su transferencia son internos al circulo
unitario.

Causal No causal Anticausal

Estable Inestable

B)

Tabla 6: Formas de la ROC de una transferencia segun las caracteristicas del sistema. A)
Causalidad, B) Estabilidad.

6. Analisis de sefales y sistemas: Respuesta natural, respuesta forzada y
condiciones iniciales.

Sea un sistema caracterizado por una funcion de transferencia que puede expresarse
como el cociente de dos polinomios numerador y denominador

H(z)= con polos px k=0;1.;N

Si al sistema se le aplica una sefial de entrada lateral derecha cuya transformada
puede escribirse también como un cociente

X(z)= con polos qx k=0;1..;N
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Supdngase que no hay cancelaciones entre los polos y los ceros de uno u otro
polinomio, tampoco entre los ceros de uno de los polinomios con los ceros del otro, ni entre
los polos de uno de los polinomios con los polos del otro.

El efecto de todas las entradas aplicadas en los instantes anteriores se reflejan en los
valores de las salidas previas, que son las condiciones iniciales y[-1], y[-2], ... Y[-N]

Partiendo de la ecuacién en diferencias del sistema

y[n]= ibkx[n —k]—gaky[n —k]

k=0

Aplicando la Transformada Z unilateral a dicha ecuacion, como la sefal es lateral
derecha tiene x[n]=0 Vn<0, por lo que X(z)=X"(2)

Y*(z)= ibkz”‘X(z) - iakz’k [Y*(z) + zk:y[—n]z"}

Despejando Y*(z)

M N k

> bz " >az*y y[-n]z"
y+(z) - k:ON X(Z) _ k=1 ;\71:1
1+ az ™ 1+ az
k=1 k=1

La expresion polinémica racional del primer término es la transferencia del sistema.
Como el sistema es causal, H(z)=H"(z)

M
Z bz

H(z)=—=C;
1+ ) az *
k=1
En el segundo término aparecen expresadas las condiciones iniciales y[-1], ..., y[-N].

Llamando No(z) al numerador, puede observarse que el denominador del segundo término es
el denominador de H(z). De esta forma, la ecuacién puede escribirse como

Y (2) = H2)X(z)+ &) _ +
Alz

Realizando la expansion en fracciones parciales en funcion de los polos py raices del
polinomio A(z) y gk raices del polinomio Q(z)



N A L Q N D
1 k71+z k71+ k
k=1 k

oil-q.z k:11*pkzi1

Aparecen claramente tres partes diferenciadas. La primera parte y la segunda son,
respectivamente, la Transformada Z de la respuesta natural y la respuesta forzada del
sistema en estado nulo, es decir, cuando las condiciones iniciales son nulas. La tercera
parte, es la Transformada Z de la respuesta del sistema con condiciones iniciales no nulas,
es decir, a entrada nula.

La Transformada Z de la respuesta natural y la respuesta forzada del sistema en
estado nulo es

Y's(z)=H(2)X(2) =, A, ~ Q

=
o 1-pz ci1-9.z

Antitransformando término a término, se obtiene la respuesta natural y la respuesta
forzada del sistema en estado nulo

N L
y=[n]=Y Ap u[n]+> Qg "u[n]
k=1 k=1
La Transformada Z de la respuesta natural a entrada nula es

Ya'(z) = ﬁ:ka
=1-pz’

Antitransformando término a término, se obtiene la respuesta natural del sistema a
entrada nula

ya[n]= éokpk"u[n]

El sistema, a través de los polos px de su transferencia H(z) determina la salida natural.

El reflejo de la sefial de entrada en esta parte de la salida se da a través de los residuos A

que ponderan a dichos polos.
Considerando conjuntamente el aporte del sistema y de las condiciones iniciales a la
respuesta natural pueden agruparse los residuos asociados a cada polo px del sistema

A+D

N
an Z
" Ei

Las condiciones iniciales no agregan polos al sistema. El efecto que tienen es alterar la
respuesta natural modificando los factores que ponderan el peso de los polos del sistema
que pasan de ser A¢ cuando las condiciones iniciales son nulas, a Ac+Di con condiciones
iniciales no nulas.

yn[n]= g(Ak +D,)pu[n]

Si |pk|<1 VK, la respuesta natural y,[n] decae a cero a medida que crece n. En este
caso, la respuesta natural se denomina respuesta transitoria, y el decaimiento es mas rapido
cuanto mas cerca se encuentran los polos del origen z=0.

La respuesta forzada del sistema esta determinada por los polos qx de la Transformada
Z de la sefal de entrada. El reflejo del sistema en esta parte de la salida se da a través de
los residuos Qx

L
. Q
Yilz)=Y —t qkz’1
k

k:11

La respuesta forzada del sistema es
L
ye[n]=2>Qq uln]
k=1

Si la entrada x[n] es sinusoidal, su transformada tendra polos |qk|=1 y la respuesta
forzada yn[n] persistira para todo n. En este caso, la respuesta forzada se denomina
respuesta en régimen permanente.

11



Ayuda para ejercicios de simulaciéon

zt

Computa y grafica la Transformada Z en dB de una transferencia

Sintaxis
[Hz,Hw,z,w,c,p]=zt(b,a, )

= a y b: si f=0 son coeficientes del denominador
y numerador o si f=1 de polos y ceros

= f: naturaleza de a y b (por defecto f=0)

= graficar: no plotea si graficar=0, plotea si
graficar=1 (por defecto graficar=0)

= Hz: vector de TZ

= length{Re{Hz}} = length{Im{Hz}} = 256

Ejemplos

a=[1+3i 1-3i];b=[-2 2];f=1;
[Hz ,Hw,z,w,p,c]=zt(a,b,£,1);

A B e moa @
Al

impz

Computa la respuesta al impulso a partir de una transferencia

Sintaxis

[h,t] = impz(b,a,n, fs)
impz (b,a,n, fs)

. b y a: coeficientes de ecuacion en diferencias
. n: escalar o vector de rango
e t=0mn-10t=0,n4,ny...n
. fs: frecuencia de muestreo
. t=0:1/fs:n-1
Algoritmo

filter(b,a, [l zeros(l,n-1)]

Ejemplos

[b,a] = ellip(4,0.5,20,0.4);
impz (b,a,50)

. Hw: vector de TF para -n<o<n

. length{Hw} = 256

. z y w: vector del argumento zy ®

. cy p: polos y ceros de Hz i
zplane

Grafica el mapa de polos y ceros en el plano Z

Sintaxis
zplane[z,p]
zplane[b,a]

. z y p: ceros y polos de la transferencia
. b y a: coeficientes de ecuacion en diferencias

Ejemplos

z=[0;1;.5+.53;.5-.55];
p=[.95+.23;.95-.23];
zplane (z,p)
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